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Le résultat le plus marquant de cette thèse est la construction d’un modèle
birationnel explicite pour un feuilletage de Hilbert modulaire associé au
corps quadratique Q(

p
3) sur l’espace projectif P2(C). Si la théorie prédit

l’existence d’un tel modèle, il est en revanche très ardu de le construire
explicitement. Jusqu’à présent trois feuilletages de la sorte tous associés à
Q(

p
5) avaient été déterminés par L. G. Mendès et J. V. Pereira dans un

très bel article publié à Compositio Math. G. Cousin explicite un nouvel
exemple en partant d’une solution algébrique de l’équation de Painlevé VI.

Détaillons un peu le problème et la stratégie très originale mise en oeuvre
par l’auteur.

SoitK = Q(
p
D) un corps quadratique totalement réel, et OK son anneau

des entiers. Une surface de Hilbert modulaire est une surface projective lisse
obtenue à partir d’un quotient du bidisque H⇥H par le plongement diagonal
de PSL(2,OK) (ou plus généralement d’un sous-groupe d’indice fini de celui-
ci) dans PSL(2,R)⇥PSL(2,R). Plus précisément, ces surfaces sont obtenues
en compactifiant et en désingularisant un tel quotient et portent de ce fait
des châınes et des cycles de courbes rationnelles exceptionnelles.

La géométrie de ces surfaces est liée de manière très étroite aux propriétés
arithmétiques de OK . La plupart des exemples de telles surfaces sont de type
général mais pour des valeurs particulières de l’entier D, celle-ci peut être
birationnelle à P2(C). C’est par exemple le cas pour D = 3 ou 5.

Chaque surface de Hilbert modulaire X porte deux feuilletages holo-
morphes par courbes induits par les feuilletages verticaux et horizontaux
sur H⇥H. Ces feuilletages jouent un rôle spécial dans la théorie des surfaces
complexes feuilletées pour plusieurs raisons.

D’une part leur géométrie est très particulière. Parmi les propriétés dont
jouissent ces feuilletages le fait de posséder une structure projective (sin-
gulière) transverse est particulièrement important. Précisément ceci signifie
qu’il existe un fibré en droites ⇡ : L ! X, un feuilletage F de l’espace total
de L transverse à la fibre générique de ⇡ (dit de Riccati), et une section
(méromophe) � de L tels que le feuilletage modulaire est donné par �⇤F .

D’autre part les feuilletages modulaires font figure d’exceptions dans la
classification birationnelle des surfaces feuilletées mises au point par M. Bru-
nella, M. McQuillan et L. G. Mendès. A une telle surface (X,F) on peut
associer un fibré en droites complexes dit fibré canonique du feuilletage KF ,
et la mesure de ses propriétés de positivité donne lieu à deux invariants
numériques : la dimension de Kodaira du feuilletage kod(F) 2 {�1, 0, 1, 2}
et la dimension numérique ⌫(F) 2 {�1, 0, 1, 2}. Par un théorème de M.
Brunella et M. McQuillan, les seuls feuilletages où ⌫ di↵èrent de kod sont
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exactement les feuilletages modulaires, et dans ce cas on a 1 = ⌫(F) >
kod(F) = �1.

Pour trouver des équations explicites de feuilletages modulaires sur P2(C),
L.G. Mendès et J. Pereira ont utilisé de manière essentielle les travaux de
Hirzebruch décrivant la géométrie des châınes et des cycles de courbes ra-
tionnelles de la surface de Hilbert modulaire dans le cas D = 5. La position
de ces courbes étaient su�samment spéciales pour contraindre le feuilletage
et pouvoir en déterminer des équations.

L’idée de G. Cousin pour trouver d’autres modèles est de nature com-
plètement di↵érente. Elle repose sur le lien entre existence d’une structure
transverse projective pour les feuilletages modulaires et le fait que toute so-
lution de l’équation de Painlevé VI permet de construire des feuilletages avec
une telle structure. Ce lien semble ténu, mais G. Cousin réussit tout d’abord
à justifier des chances de succès de cette stratégie de manière convaincante.

Expliquons celà plus précisément. Toute solution t 7! q(t) de l’équation
de Painlevé VI détermine une famille à un paramètre de feuilletages Ft de
Riccati au dessus de P1 avec quatre fibres singulières en {0, 1,1, t} et dont la
monodromie ⇡1(P1�{0, 1,1, t}) ! PSL(2,C) est fixée. Si cette solution est
paramétrée par une courbe algébrique C, alors G. Cousin montre à la section
2.1 que l’on peut mettre en famille ces feuilletages et obtenir un feuilletage
de Riccati FC transverse aux fibres du fibré en P1 trivial au dessus de C⇥P1.
L’idée est alors de chercher une section adéquate � de ce fibré pour que �⇤FC
soit modulaire.

Un théorème de F. Touzet indique que lorsque �⇤FC est modulaire, alors
le feuilletage FC n’est pas obtenu comme tiré en arrière d’un feuilletage de
Riccati sur une courbe rationnelle par une application C ⇥ P1 ! P1. Celà
donne donc une contrainte sur les solutions de Painlevé VI pour lesquelles
existent une section telle que �⇤F est modulaire : il ne faut pas que Ft

soit lui-même obtenu par tiré en arrière sur une courbe rationnelle pour
t générique. La liste de toutes les solutions algébriques de l’équation de
Painlevé VI a été récemment obtenue par O. Lisovyy et Y. Tykhyy. À la
section 2.5, G. Cousin identifie toutes celles pour lesquelles le feuilletage Ft

n’est pas un tiré en arrière d’un feuilletage de Riccati sur une courbe (il en
existe 84).

Prenons maintenant une telle solution paramétrée par C = P1, et notons
D ⇢ P1 ⇥ P1 le diviseur des pôles du feuilletage de Riccati FC . G. Cousin
remarque alors que la représentation de monodromie ⇡1(P1 ⇥ P1 � D) !
PSL(2,C) est d’image Zariski-dense, et quasi-unipotente à l’infini. On peut
donc lui appliquer les résultats de K. Corlette et C. Simpson. On en déduit
l’existence d’une application holomorphe P1 ⇥ P1 � D vers un quotient X
arithmétique d’un polydisque (un ”polydisk Shimura DM stack” dans leur
terminologie). Parmi les solutions algébriques de Painlevé VI permises, G.
Cousin finalement identifie à la section 2.6 une petite liste d’exemples pour
lesquelles X est une surface complexe en calculant le corps des traces des
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représentations de monodromie correspondante. Pour tous ces exemples, la
théorie prédit enfin l’existence d’une section � adéquate telle que �⇤FC est
modulaire.

Il faut maintenant mettre en oeuvre cette stratégie pour trouver l’équation
du feuilletage modulaire tant recherchée, et ceci est tout à fait non trivial,
mélangeant aspects théoriques et calculatoires. Ceci est fait en détail au
chapitre 4 de sa thèse, partie qui a été soumise sous forme d’article.

G. Cousin part tout d’abord d’une solution de Painlevé VI pour laquelle
le corps des traces de sa représentation de monodromie est Q(

p
3). Il en

déduit un feuilletage de Riccati au dessus de P1 ⇥ P1. En analysant les
singularités de ce feuilletage, il prouve l’existence d’un groupe non trivial
de symétries birationnelles du feuilletage, et obtient par passage au quotient
un feuilletage de Riccati au dessus P2. Son équation est explicite quoique
compliquée (certains coe�cients dépassant le million !). En choisissant une
section très simple, il obtient alors par tiré en arrière un feuilletage sur P2

de degré 3 très simple.
L’auteur s’emploie alors à vérifier que le feuilletage ainsi obtenu est e↵ecti-

vement un feuilletage modulaire. Pour ce faire, il calcule son fibré canonique
et la décomposition de Zariski de celui-ci (section 4.5.3), ce qui lui donne la
dimension numérique du feuilletage. Le calcul de la dimension de Kodaira
est beaucoup plus délicat et ne se fait pas de manière directe : il repose sur la
classification des feuilletages de dimension de Kodaira 1 dûe à L.G. Mendès
et M. McQuillan ainsi que sur le fait que la monodromie du feuilletage de
Riccati associée n’est pas résoluble.

Une fois obtenu ce premier feuilletage modulaire, G. Cousin décrit son
feuilletage modulaire dual et donne une involution birationnelle permutant
ces deux feuilletages.

A partir de là, il calcule la monodromie de la structure projective trans-
verse et remarque l’existence d’un revêtement de degré 2 de la surface
feuilletée qui reste une surface rationnelle munie d’un feuilletage modulaire.
La compréhension de la monodromie permet enfin à l’auteur de conclure
que ce feuilletage est précisément celui associé au quotient du bidisque par
le plongement diagonal de PSL(2,Z[

p
3]) dans PSL(2,R)⇥ PSL(2,R).

Cette thèse est tout à fait remarquable.
Elle s’articule autour de deux objets mathématiques fascinants, l’équation

de Painlevé VI et les surfaces de Hilbert modulaires, qui se situent au car-
refour naturel de plusieurs théories mathématiques (théorie algébrique des
nombres, géométrie algébrique, théorie des singularités complexes, équations
di↵érentielles holomorphes, correspondance de Riemann-Hilbert, variété de
caractères, etc.). Dans cette thèse, on retrouve cette même variété de thèmes
abordés.

En cherchant à construire un modèle explicite, G. Cousin a été naturel-
lement amené à faire des calculs complexes qui illustrent de manière non
triviale des résultats de nature très diverses :
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– la détermination de toutes les solutions algébriques de Painlevé VI dont
le feuilletage de Riccati n’est pas obtenu par tiré en arrière sur une
courbe (section 2.5) repose sur la classification des solutions algébriques
de O. Lisovyy et Y. Tykhyy ;

– le calcul complet de la monodromie du feuilletage modulaire à la section
4.8 fournit des exemples de factorisation à la Corlette - Simpson ;

– le calcul de la décomposition de Zariski du feuilletage modulaire à la
section 4.5 illustre la classification des surfaces feuilletées de M. Mc-
Quillan.

En exhibant un feuilletage modulaire à partir d’une solution explicite de
l’équation de Painlevé VI, l’auteur de cette thèse a donc réussi un véritable
tour de force.

Il ne fait aucun doute que cette thèse peut être soutenue en l’état.
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